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Resumo

Importante questão que se coloca atualmente é a capacidade de medição do capital necessário, às 
seguradoras, para fazer frente aos riscos que suportam no exercício de suas atividades. Esse volume 
de capital deve ser tal que permita à companhia suportar variabilidades no negócio. As motivações 
para o desenvolvimento de modelos matemáticos visando à determinação desta necessidade de capital 
são tanto a preocupação das próprias companhias com sua gestão de risco, como também aspectos 
relacionados ao estabelecimento de requerimentos de capital exigidos pelo regulador de seguro às 
sociedades seguradoras para fazer frente aos riscos suportados. Entre tais riscos, encontra-se a 
categoria dos riscos de subscrição, relacionados diretamente à operação central de uma seguradora. 
Este trabalho apresenta uma proposta de modelo para determinação do volume necessário de capital 
para fazer frente aos riscos de subscrição, na qual tal categoria de riscos é segregada nos riscos de 
provisão de sinistros (relativo aos sinistros ocorridos) e o risco de emissão/precifi cação (relativo aos 
sinistros a ocorrer num horizonte de tempo de um ano, considerando novos negócios). O modelo proposto 
utiliza processos de simulação que levam em consideração a estrutura de dependência das variáveis 
envolvidas e linhas de negócio, fazendo uso do conceito de cópulas condicionais.
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Summary

Today, an important question has been posed regarding the capacity of insurers to measure the capital 
requirement to cover the risks they bear in carrying out their activities. This amount of capital must 
be enough to permit a given company to sustain variability in its business. The motivations for the 
development of mathematical models aimed at determining the capital requirement are a concern as 
much for companies that want to manage their risk, as for insurance regulators involved in activities of 
establishing capital requirements for insurance companies to cover the risks they bear. Among such 
risks is the category of underwriting risk, which is directly related to the core business of an insurer. 
This work proposes a model for determining the appropriate amount of capital to cover the underwriting 
risk, in which this risk category is classifi ed as loss provision risk (relating to incurred losses), and as 
writing/pricing risk (related to losses that occur in a one-year time horizon, taking into consideration new 
businesses). The proposed model uses simulation processes that take into account the dependence 
structure of the variables involved and lines of business, making use of the conditional copulas theory.
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Resumen

Una cuestión importante que ha surgido actualmente es en cuanto a la capacidad de las aseguradoras para 
medir la exigencia de capital para cubrir los riesgos que soportan en el ejercicio de sus actividades. Este 
volumen de capital debe ser tal que permita una determinada empresa a soportar las variabilidades en 
su negocio. Las motivaciones para el desarrollo de modelos matemáticos destinados a determinar estos 
requisitos de capital son tanto la preocupación de las propias empresas con respecto a su proceso de 
gestión de riesgos, como también los aspectos relativos al establecimiento de los requisitos de capital 
exigidos por el ente regulador de seguros para las compañías de seguros, a fi n de que cubran los riesgos 
que asumen. Entre tales riesgos, se encuentra la categoría de los riesgos de suscripción, que está 
directamente relacionado con la actividad principal de una compañía de seguros. Este trabajo propone 
un modelo para determinar la cantidad adecuada de capital para cubrir los riesgos de suscripción, en 
la cual esta categoría de riesgo se segrega en los riesgos de reserva de siniestros (con relación a los 
siniestros ocurridos) y el riesgo de emisión/tarifi cación (con relación a los siniestro por ocurrir en un 
horizonte temporal de un año, teniendo en cuenta nuevos negocios). El modelo propuesto utiliza procesos 
de simulación que tienen en cuenta la estructura de dependencia de las variables involucradas y las 
líneas de negocio, haciendo uso de la teoría de cópulas condicionales. 
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1. Introdução Uma importante questão que se coloca atualmente, para as sociedades 
seguradoras, é a capacidade de medição do volume de capital necessário 
para fazer frente aos diversos tipos de risco que a companhia suporta no 
exercício de suas atividades. Como capital, entenda-se, grosso modo, 
o excesso de ativos sobre o passivo da companhia.

 Esse volume de capital necessário deve ser tal que permita à companhia 
suportar variabilidades no negócio de forma que, ao longo de um 
horizonte de tempo estabelecido, e com uma determinada probabilidade 
(nível de confi ança), a companhia não venha a ter o seu passivo 
superando os seus ativos.

 Como exposto em Sandström (2011), são duas as motivações para o 
desenvolvimento de modelos visando à determinação deste capital 
necessário para fazer frente aos riscos suportados. A primeira é o 
interesse da própria companhia em avaliar este capital necessário, 
dentro de um ambiente corporativo em que haja a preocupação com 
a gestão de riscos. Assim, a empresa desenvolve modelos internos 
à companhia para tal fim, adaptados a sua realidade específica. 
Esses modelos buscam medir o volume de capital necessário para 
manter a companhia em continuado funcionamento. A este capital, 
determinado pela própria companhia de forma a subsidiar as suas 
decisões internas, damos o nome de capital econômico.

 A segunda motivação vem do fato de ser imperativo ao regulador 
de mercado que este estabeleça níveis mínimos de capital que as 
companhias devam observar, a qualquer momento, para poderem operar. 
A este nós denominamos capital regulatório (ou requerimento de capital 
regulatório, ou somente, requerimento de capital). O capital regulatório 
não deve visar a garantir existência contínua das companhias, mas tão 
somente que estas sejam capazes de pagar todas as suas obrigações 
em uma situação de liquidação ou, ainda, de transferir sua carteira a 
uma companhia cessionária. Ainda, devido ao fato de que há sempre 
um espaço de tempo entre a constatação pelo supervisor de seguros 
de que a companhia está em um estado de insolvência (incapacidade 
de continuar operando) e a sua efetiva tomada de ação mais fi rme 
(processo de liquidação ou transferência da carteira para congênere), o 
capital regulatório deve garantir ainda que, por algum horizonte de tempo 
estabelecido, a companhia seja capaz de pagar as suas obrigações 
conforme estas forem sendo devidas como, também, de subscrever 
novos negócios ao longo deste período.

 No relatório do Insurer Solvency Assessment Working Party fomado pela 
International Actuary Association, IAA (IAA, 2004) – cuja formação teve 
como motivação consulta realizada à IAA em 2002 pela International 
Association of Insurance Supervisors, IAIS – foram propostas diretrizes 
básicas para a avaliação de solvência de sociedades seguradoras. 
Entre os pontos abordados, foram levantados os principais grupos de 
riscos suportados pelas sociedades seguradoras em suas operações: 
Riscos de Subscrição, Riscos de Mercado, Riscos de Crédito e Riscos 
Operacionais.
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 Os últimos três dizem respeito aos riscos já anteriormente levantados 
no projeto Basiléia II, relativo ao sistema bancário, sendo os riscos de 
mercado e crédito associados mais aos ativos das companhias. O grupo 
dos riscos de subscrição foi, então, introduzido no conjunto, sendo este 
específi co da atividade de seguros e de previdência (aqui no Brasil, 
também nos planos de capitalização), e mais associado ao passivo das 
companhias. Outra questão importante em relação à categorização dos 
riscos, salientada no relatório do grupo de trabalho da IAA, é a existência 
de interdependência entre os diferentes grupos de risco, o que requer 
uma abordagem integrada de avaliação. 

 Neste contexto, este trabalho busca desenvolver e apresentar um 
modelo para determinação da necessidade de capital para fazer frente 
aos riscos de subscrição, para as operações não vida (seguro de danos 
e vida em grupo, custeados sob o regime fi nanceiro de repartição) – 
mais especifi camente, as mesmas operações abrangidas pelo artigo 
5º e anexos I a III da Resolução CNSP nº 280/2013, que trata do 
capital de risco de subscrição (capital regulatório exigido do mercado 
brasileiro para fazer frente aos riscos de subscrição). Este modelo será 
segmentado em dois módulos, um para o “risco de provisão de sinistro” 
e outro para o “risco de emissão/precifi cação”; ou seja, considera a 
mesma segmentação dos riscos de subscrição admitida na modelagem 
da SUSEP para defi nição do capital de risco de subscrição. 

 Basicamente, a divisão dos riscos de subscrição nos dois componentes 
propostos visa a segregar, para efeitos de modelagem, os riscos 
de subscrição entre os relativos aos sinistros já ocorridos (risco de 
provisão de sinistros) daqueles relativos aos sinistros a ocorrer (risco 
de emissão/precifi cação). 

 Assim, o risco de provisão de sinistros diz respeito à variação do 
valor presente dos fl uxos futuros de pagamentos referentes a sinistros 
ocorridos até a data base de avaliação, cujo valor esperado seria 
equivalente às provisões de sinistros ocorridos. Tal variação é devida 
tanto às incertezas associadas às provisões de IBNR e/ou IBNER, 
quanto à incerteza em relação à provisão de sinistros a liquidar, já que 
tanto a frequência quanto a severidade dos pagamentos futuros relativos 
aos sinistros ocorridos e já conhecidos pode (e certamente vai) variar, 
em maior ou menor grau, em relação aos valores estimados quando do 
conhecimento da ocorrência dos sinistros. Podemos ainda dizer que, na 
modelagem que será aqui proposta, na medição da variação do valor 
presente dos fl uxos de pagamentos estaria também embutido o efeito 
de eventuais alterações no nível geral de tais fl uxos. 

 Já o risco de emissão/precifi cação diz respeito à variação do resultado de 
subscrição ao longo do horizonte de tempo considerado, a partir da data 
base de avaliação. Como resultado de subscrição, entenda-se o resultado 
entre o montante de sinistros ocorridos mais despesas administrativas 
e operacionais, menos o prêmio ganho e receitas operacionais, todos 
relativos ao período dado pelo horizonte de tempo, a partir da data base 
de avaliação. São consideradas aqui tanto apólices emitidas até a data 
base quanto novos negócios subscritos ao longo do horizonte de tempo 
considerado. Dessa forma, o risco de emissão/precifi cação relaciona-se 
com as provisões de prêmios.
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 Muitas vezes, nas modelagens desenvolvidas, são determinados 
valores de necessidade de capital relativos a cada carteira signifi cativa 
da companhia (aqui classes de negócio) e, posteriormente, tais valores 
são agregados considerando a dependência entre tais carteiras, através 
do uso de matriz de correlação. Neste modelo proposto, e assim será 
realizado nos seus dois módulos, a dependência entre as classes de 
negócio será considerada já no processo de simulação de valores 
possíveis das variáveis que determinam a PERDA, no Módulo 1, ou o 
RS (resultado de subscrição), no Módulo 2.

 Resumidamente, tais simulações visam a determinar distribuições não 
paramétricas para a PERDA e para RS, através das quais determinamos 
as necessidades de capital visando suportar as duas componentes do 
risco de subscrição. Para cumprir o objetivo de realização de simulações 
considerando a dependência entre as classes de negócio, será utilizado 
o conceito de cópulas, em especial o de cópula condicional. 

 Por fi m, consideraremos o horizonte de tempo de um ano, em linha 
com o adotado no projeto Solvência II. Outra questão importante é 
que consideraremos, na abordagem aqui apresentada, prêmios e 
sinistros líquidos de resseguro. Dessa forma, o modelo aqui proposto 
fi ca desobrigado a lidar com o risco de default do ressegurador, o que é 
desejável, já que tal risco faz parte da categoria dos riscos de crédito.

2. Módulo 1: O objetivo inicial aqui é determinar uma distribuição para o valor presente 
modelo para a dos fl uxos futuros de pagamentos relativos a sinistros ocorridos, que 
determinação da doravante, para facilitar, chamaremos de PERDA, cujo valor esperado é 
necessidade  equivalente às provisões de sinistros ocorridos a serem formadas pela
de capital para companhia. A necessidade de capital será determinada com base em 
fazer frente ao uma medida de risco desta distribuição, sendo estabelecida como o 
risco de provisão excesso desta medida de risco (em função da volatilidade da distribuição) 
de sinistro em relação ao valor esperado, funcionando assim como um “colchão” 

destinado a absorver os naturais desvios do montante de pagamentos 
efetivamente realizados em relação aos valores provisionados, fruto da 
natureza aleatória da PERDA. 

Medida Uma primeira medida de risco que poderia ser considerada seria o 
de risco  “Value at Risk” (VaR), amplamente utilizado nos modelos desenvolvidos 

para o estabelecimento de requerimentos de capital regulatório para 
o setor bancário. Entretanto, no modelo proposto neste trabalho, a 
opção foi por utilizar outra medida de risco, o “Tail VaR” (TVaR), sendo 
este brevemente defi nido na seção 5.53 do relatório IAA (2004) como 
“o quantil VaR mais a média dos excessos em relação a este quantil”; 
assim, o TVaRα está diretamente relacionado ao VaRα. 

 A motivação para o uso do TVaR ao invés do VaR é o fato de este último 
possuir algumas características que não o qualifi cam como medida de 
risco coerente – para maiores detalhes acerca da preferência do uso 
de medidas de risco coerentes, ver os trabalhos citados no primeiro 
parágrafo desta seção. Ainda, conforme exposto na seção 5.24 do 
relatório IAA (2004), em especial quando se trata de distribuições 
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assimétricas e com caudas pesadas, o TVaR é preferível ao VaR como 
medida de risco, tendo em vista que é mais sensível à possibilidade de 
perdas catastrófi cas (de rara frequência, mas de grande valor). 

Triângulo Para a determinação da distribuição desejada, utilizaremos como base 
de Run-off o triângulo de run-off, cuja função é resumir a experiência de sinistros 

observada em uma particular classe de negócio de uma seguradora. 
Para tanto, os montantes de valores pagos relativos a sinistros ocorridos 
são dispostos em uma estrutura de tabela na qual aparecem classifi cados 
por período de ocorrência dos sinistros, representados pelas linhas, e 
por prazo de desenvolvimento do pagamento, representado pelas 
colunas. Por prazo de desenvolvimento do pagamento entendemos 
como a quantidade de períodos, a partir do período de ocorrência, no 
qual se deu o pagamento. 

 Para uma dada classe de negócio c = 1,...,C, podemos estabelecer a 
seguinte descrição para o triângulo de run-off com os montantes de 
pagamentos relativos a sinistros ocorridos:

Tabela 1 – Triângulo de run-off com os montantes de pagamentos relativos a sinistros ocorridos

Período de 
ocorrência

(i)

Prazo de desenvolvimento (j)

1 2 3 P-2 P-1 P

1 mc,1,1 mc,1,2 mc,1,3 ... mc,1,P–2 mc,1,P–1 mc,1,P

2 mc,2,1 mc,2,2 mc,2,3 ... mc,2,P–2 mc,2,P–1

3 mc,3,1 mc,3,2 mc,3,3 ... mc,1,P–2

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋰

P-2 mc,P–2,1 mc,P–2,2 mc,P–2,3

P-1 mc,P–1,1 mc,P–1,2

P mc,P,1

 Trabalharemos aqui com o período i em trimestres. O objetivo é termos 
uma segmentação dos dados maior do que aquela que teríamos caso de 
considerássemos os períodos em anos, mas ao mesmo tempo mantendo 
massa de dados mais satisfatória nas células do triângulo do que se 
trabalhássemos com períodos em meses, em especial para classes de 
negócios não massifi cadas. 

 Com os dados observados de pagamentos estruturados na forma 
do triângulo de run-off, o objetivo passa a ser inferir sobre os valores de 
pagamentos futuros referentes aos sinistros já ocorridos, ou seja, sobre 
os valores abaixo do triângulo. Estes valores serão representados pelas 
variáveis aleatórias Mc,i,j dispostas na tabela a seguir. Os índices c, i e j 
são os mesmos já descritos. 
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Tabela 2 – Valores de pagamentos futuros referentes aos sinistros já ocorridos

Período de 
ocorrência

(i)

Prazo de desenvolvimento (j)

1 2 3 P-2 P-1 P

1

2 Mc,2,P

3 Mc,3,P–1 Mc,3,P

⋮ ⋰ ⋮ ⋮ ⋮

P-2 ⋯ Mc,P–2,P–2 Mc,P–2,P–1 Mc,P–2,P

P-1 Mc,P–1,3 ⋯ Mc,P–1,P–2 Mc,P–1,P–1 Mc,P–1,P

P Mc,P,2 Mc,P,3 ⋯ Mc,P,P–2 Mc,P,P–1 Mc,P,P

Simulação de Nos métodos de determinação de provisões de sinistros ocorridos que 
valores para se utilizam dos triângulos de run-off o objetivo resume-se em realizar 
a PERDA previsões para as variáveis aleatórias acima, que denominaremos 

de “triângulo inferior”. Aqui, nosso objetivo será o de, via processo 
de simulação que leve em consideração a estrutura de dependência 
existente entre as classes de negócio, gerar S possíveis observações 
do triângulo inferior para cada classe de negócio, permitindo com isso 
gerar S possíveis observações para a PERDA e, consequentemente, 
a obtenção de uma distribuição não paramétrica para a PERDA. 
Para tanto, consideraremos as seguintes relações:

(1) FPs,c,k  = ∑ Ms,c,i,j
  i+j=k+P+1

   P – 1

(2) PERDAs,c = ∑ FPs,c,k* dk
   k=1

   C

(3) PERDAs = ∑ PERDAs,c
   c=1

 Onde:
s = 1,..., S Simulação. Indica cada uma das S simulações do 

triângulo inferior.
c = 1,..., C Classe de negócio.
k = 1,..., P-1 Período de pagamento. Representa o período, a partir 

da data base de avaliação, no qual é realizado o 
desembolso do fl uxo de pagamento FPs,c,k. Cada k está 
relacionado a uma diagonal do triângulo inferior.

i = 2,..., P Período de ocorrência do sinistro.
j = P-i+2,..., P Prazo de desenvolvimento. 
Ms,c,i,j Simulação de índice s da variável aleatória Mc,i,j, 

conforme anteriormente definida, componente do 
triângulo inferior.
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FPs,c,k Fluxo simulado de pagamentos realizados no período 
k, relativo à classe de negócio c.

dk Fator de desconto relativo ao período k. 
PERDAs,c Simulação de índice s da PERDA relativa à classe de 

negócio c, posicionada na data base. 
PERDAs Simulação de índice s da PERDA total da companhia, 

posicionada na data base.

 O diagrama a seguir descreve, de forma gráfi ca, o efeito das relações (1) 
e (2), para cada simulação s do triângulo inferior relativo a cada classe 
de negócio c.

Figura 1 – Diagrama com o processo de formação da PERDA

 Ou seja, os valores das diagonais do triângulo inferior representam 
os montantes de pagamentos realizados no período k seguinte à data 
base. Assim, a soma dos valores das diagonais representa o fl uxo total 
de pagamentos de sinistros realizados no mês k seguinte à data base. 
Totalizando estes fl uxos, descontados pelos respectivos fatores de 
desconto, chegamos ao valor simulado para a PERDA relativa à classe 
de negócio c. A PERDA total simulada é a soma dos valores de PERDA 
simulados para cada classe de negócio. 

 Posteriormente, será descrito o processo de simulação que permite 
a geração dos S valores dos triângulos inferiores de cada classe de 
negócio c, obedecendo à estrutura de dependência existente entre as 
C classes de negócio consideradas.
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Fator de Os fl uxos de pagamentos futuros são descontados a valor presente 
desconto considerando uma curva de desconto, vigente na data da avaliação, 

construída com base em uma estrutura a termo de taxas de juros (ETTJ) 
livre de riscos (de crédito e liquidez) defi nida para o cupom de IPCA. 
Os valores aqui utilizados foram defi nidos com base nas curvas de 
juros estimadas pela Superintendência Nacional de Seguros Privados 
e disposta no portal de internet da Autarquia, em http://www.susep.
gov.br/setores-susep/cgsoa/coris/dicem/modelo-de-interpolacao-e-
extrapolacao-da-ettj. Tais curvas baseiam-se nos modelos defi nidos 
em Franklin et al. (2011). 

Distribuição Com base nos S valores simulados para a PERDA, obtemos uma
para a PERDA distribuição não paramétrica para esta variável. Para tanto, os valores 
e determinação são ordenados, e aquele cujo número de valores superiores representam 
da necessidade α% dos S valores simulados é considerado o VaRα amostral. 
de capital Por sua vez, o TVaRα amostral é determinado como a média dos valores 

superiores ao VaRα amostral.

 A necessidade de capital é determinada, então, como a diferença entre 
o TVaRα amostral e o valor esperado amostral da PERDA (calculado 
como a média de todos os S valores gerados), este fazendo as vezes da 
provisão de sinistros ocorridos. Calculada dessa forma, a necessidade 
de capital representa uma estimativa do valor adicional às provisões 
que a companhia deve possuir de forma que, com uma confi ança de 
α%, o valor a ser efetivamente realizado de pagamentos de sinistros não 
venha a ser superior ao valor provisionado mais o colchão determinado 
pelo valor da necessidade de capital. 

Triângulo De forma idêntica aos montantes de pagamentos, estabelecemos 
de run-off de também, para cada classe de negócio, um triângulo de run-off com os 
números  números de pagamentos relativos a sinistros ocorridos. A motivação é que
de pagamentos tais triângulos serão utilizados no modelo estocástico a ser estabelecido 

para as variáveis aleatórias Mc,i,j.
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Tabela 3 – Pagamentos futuros referentes aos sinistros já ocorridos

Período de 
ocorrência

(i)

Prazo de desenvolvimento (j)

1 2 3 P-2 P-1 P

1 nc,1,1 nc,1,2 nc,1,3 ⋯ nc,1,P–2 nc,1,P–1 nc,1,P

2 nc,2,1 nc,2,2 nc,2,3 ⋯ nc,2,P–2 nc,2,P–1

3 nc,3,1 nc,3,2 nc,3,3 ⋯ nc,1,P–2

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋰

P-2 nc,P–2,1 nc,P–2,2 nc,P–2,3

P-1 nc,P–1,1 nc,P–1,2

P nc,P,1

 Da mesma forma temos, por classe de negócio, o triângulo inferior de 
números de pagamentos de sinistros:

Tabela 4 – Números de pagamentos futuros referentes aos sinistros já ocorridos

Período de 
ocorrência

(i)

Prazo de desenvolvimento (j)

1 2 3 P-2 P-1 P

1 Nc,2,P

2 Nc,3,P–1 Nc,3,P

3

⋮ ⋰ ⋮ ⋮ ⋮

P-2 ⋯ Nc,P–2,P–2 Nc,P–2,P–1 Nc,P–2,P

P-1 Nc,P–1,3 ⋯ Nc,P–1,P–2 Nc,P–1,P–1 Nc,P–1,P

P Nc,P,2 Nc,P,3 ⋯ Nc,P,P–2 Nc,P,P–1 Nc,P,P
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Modelos De forma a possibilitar a simulação de S pares de triângulos inferiores 
estocásticos para cada classe de negócio c, foi defi nida a seguinte modelagem 
ajustados  estocástica para as variáveis Mc,i,j e Nc,i,j.
para Mc,i,j e Nc,i,j  

Modelo para M• c,i,j:

 
 
  
 
 

Modelo para N• c,i,j: 

 

 
 Onde ln(M)µc,i,j e Nλc,i,j são os valores esperados de ln(Mc,i,j) e Nc,i,j, 

respectivamente. 

 Pode-se dizer que o uso dos modelos estocásticos aqui propostos para 
os triângulos têm inspiração nas exposições realizadas na seção 10.3 
de Kaas et al. (2008).

 A diferença da distribuição de Poisson com sobredispersão, aqui 
considerada, para a Poisson tradicional, é que se admite variância 
proporcional ao valor esperado. A proporcionalidade é dada pelo 
parâmetro de dispersão ϕ (da forma geral da função de probabilidade de 
uma distribuição pertencente à família exponencial, caso da Poisson), 
permitindo que ele seja diferente de 1. Tal modelagem permite um 
melhor ajuste à variabilidade observada dos dados, muitas vezes maior 
que aquela predita pela distribuição Poisson; este fato é chamado de 
sobredispersão (em língua inglesa, de overdispersion). 

 Uma boa fonte de informações sobre modelagem GLM considerando 
distribuições do tipo Poisson com sobredispersão é England and 
Verrall (2002). Na seção 6.3 de Jong e Heller (2008) podem ser obtidas 
informações sobre estimação por quase verossimilhança sendo aplicada 
em situações de modelagem por distribuição de Poisson com presença 
de sobredispersão. Mais informações sobre distribuições de Poisson 
com sobredispersão podem também ser obtidas nos exemplos 9.4.2 e 
11.3.8 contidos em Kaas et al. (2008).
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 Em relação aos condicionamentos apresentados na formulação do 

modelo (  e  iguais a zero), são 

necessários para evitar problemas de identifi cação (multicolinearidade), 
prejudicando a estimação (ver Remark 9.3.2 de Kaas et al., 2008; ver 
também seção 4.14 de Jong e Heller, 2008).

Processo de Comecemos por observar que simular S possíveis observações do par 
simulação de triângulos inferiores de cada classe de negócio c equivale a simular 

S observações para cada uma das variáveis aleatórias ln(Mc,i,j) e 
Nc,i,j, com c = 1,...,C , i = 2,...,P e (P-i+1) < j ≤ P, o que pode ser realizado 
considerando-se as relações:

 

 
 

 Com c = 1,...,C , i = 2,...,P e (P-i+1) < j ≤ P.

 Onde, além dos termos já anteriormente defi nidos, temos:

 É a função de distribuição acumulada de ln(Mc,i,j), 
condicional a c, i, j e Nc,i,j, estimada através do 
ajuste do modelo proposto considerando os 
dados do triângulo de run-off de montantes 
de pagamentos de sinistros relativo à classe de 
negócio c.

 É a função de distribuição acumulada de Nc,i,j, 
condicional a c, i e j, estimada através do ajuste 
do modelo proposto considerando os dados do 
triângulo de run-off de números de pagamentos 
de sinistros relativo à classe de negócio c.

 e  Variáveis aleatórias com distribuição uniforme 
entre 0 e 1.

 O problema, então, passa a ser simular S observações de cada uma 

das variáveis aleatórias  e , com c = 1,...,C , i = 2,...,P 

e (P – i+1) < j ≤ P. Ainda, a estrutura de dependência entre as variáveis 
deve ser respeitada.

 A ideia que se apresenta, então, é a de considerar que as relações 
entre as variáveis aleatórias que compõem cada triângulo em questão 
(de montante de pagamentos e de número de pagamentos, por carteira 
c) já estariam explicadas pelo modelo linear generalizado ajustado. 
Assim, faltaria levar em consideração a relação existente entre as 
classes de negócio. Para aplicarmos tal ideia, faremos o uso de cópulas 
condicionais.
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 Aqui faremos uma adaptação do conceito de cópula condicional, 
apresentado em Cherubini et al. (2004) num contexto de série 
temporal, para um contexto no qual as variáveis aleatórias de interesse 
são componentes de triângulos de desenvolvimento de pagamento 
de sinistros (ou seja, indexadas pela combinação entre período de 
ocorrência e prazo de desenvolvimento).

 Dessa forma, para cada uma das  combinações de i e j, com 

i = 2,...,P e (P – i+1) < j ≤ P, podemos considerar a existência das FDAs 
multivariadas Fi,j e das cópulas condicionais ℂi,j, tais que:

 Onde o conjunto condicionante é aqui determinado pelo par (i,j). 
Ainda, assumiremos as seguintes premissas:

1. Podemos admitir estruturas de dependência Gaussianas, ou seja, as 
funções ℂi,j são cópulas Gaussianas condicionais com parâmetros 

i,j;

2. Podemos considerar o caso degenerado, ou seja, ℂi,j = ℂ e, 
consequentemente, i,j = .

 Adotadas tais premissas, podemos simular  observações 

da cópula dada pelo vetor aleatório (ln(M)U1, NU1, …, ln(M)UC, NUC), com 
distribuição dada por ℂ, permitindo-nos com isso gerar as S observações 
do par de triângulos inferiores relativo a cada classe de negócio c. 
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 O processo descrito no parágrafo anterior pode ser realizado seguindo-se 
os seguintes passos:

1) Defi nimos a matriz A a seguir, composta com os valores observados 
do par de triângulos de run-off de cada classe de negócio c:

 Cada classe de negócio c está representada por duas colunas 
na matriz A, uma relativa ao triângulo de run-off de montantes 
de pagamentos e outra ao triângulo de run-off de números de 
pagamentos. Ainda, cada linha da matriz A pode ser interpretada 
como uma observação da cópula dada pelo vetor aleatório (ln(M)U1, 
NU1, …, ln(M)UC, NUC)’ com distribuição dada por ℂ, onde ℂ é uma função 
cópula Gaussiana com parâmetro .

2) Defi nimos a matriz B a seguir, composta pela aplicação do inverso 
da FDA normal padrão, Φ–1, em cada um dos elementos da matriz 
A, o que equivale à matriz:
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 Onde cada vetor (ln(M)u1,i,j, Nu1,i,j, …, ln(M)uC,i,j, NuC,i,j)’, com i = 1,..., 
P e 1≤ j ≤ (P – i+1), representa uma observação da cópula (ln(M)U1, NU1, …, 
ln(M)UC, NUC)’.

 A matriz de correlação amostral , calculada com base nas 
colunas da matriz B, pode então ser vista como uma estimativa 
do parâmetro .

3) Geramos  observações do vetor normal padrão multivariado 

, com correlação dada por   .

4) Aplicando em cada observação do vetor normal padrão multivariado 
a transformação (ln(M)U1, NU1, …, ln(M)UC, NUC)’ = (Φ(ln(M)X1), Φ(NX1), …, 

Φ(ln(M)XC), Φ(NXC))’, temos então as  observações da cópula 
Gaussiana.

5) Por fi m, agrupando as observações geradas no passo anterior em  
 grupos de S, conseguimos gerar S observações de cada uma 

das linhas da matriz C abaixo. 

 Como cada coluna da matriz C representa um dos triângulos inferiores 
que desejávamos gerar, alcançamos então nosso objetivo.



R. Bras. Risco e Seg., Rio de Janeiro, v. 9, n. 17, p. 1-46, nov. 2013/mar. 2014 17

Eduardo H. Altieri , Eduardo F. L. de Melo, Alvaro L. Veiga Filho

3. Módulo 2:  Aqui o objetivo é determinarmos uma distribuição para o resultado de
modelo para a subscrição, a ser observado no período dado pelo horizonte de tempo 
determinação da de um ano a partir da data base de avaliação, que doravante chamaremos 
necessidade  de RS, dado por:
de capital para 
fazer frente  RS = (SO + DA) – (PG + ORDOP)
ao risco de 
emissão/precifi cação 

 Onde:

SO Montante total a ser pago por sinistros cuja ocorrência se dá 
ao longo do período dado pelo horizonte de tempo de um ano 
a partir da data base. 

DA Despesa administrativa observada ao longo do horizonte de 
tempo de um ano a partir da data base.

PG Prêmio ganho ao longo do horizonte de tempo de um ano a 
partir da data base. Representa o prêmio cobrado para fazer 
frente aos riscos cobertos ao longo do período dado pelo 
horizonte de tempo.

ORDOP Outras despesas e receitas operacionais, observado ao longo 
do horizonte de tempo de um ano a partir da data base.

 O RS é posicionado na data base de avaliação. Observar que, aqui, o 
RS está sendo avaliado pelo ângulo da situação negativa que se quer 
evitar. Assim, valores positivos do RS signifi cam resultados adversos e 
os negativos, consequentemente, os favoráveis.

 Considerando o exposto em Sandström (2011), que por sua vez 
segue Hürlimann (2008), devido ao princípio da equivalência atuarial, 
E(RS) = 0. Logo, podemos tomar a necessidade de capital para fazer 
frente ao risco de prêmio diretamente igual a uma medida de risco da 
distribuição de RS, dado um nível de confi ança α considerado.

 Tomaremos como medida de risco o TVaR, pelos mesmos motivos 
já expostos quando tratamos do módulo para a determinação 
da necessidade de capital para fazer frente ao risco de provisão de 
sinistros.

 Ainda, como horizonte de tempo, tomamos o período de um ano, 
pois, conforme estabelecido em IAA (2004), considera-se razoável a 
adoção de um ano como horizonte de tempo para fi ns de avaliação de 
solvência.
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Simulação de Os dados relativos às variáveis consideradas na formulação do RS 
valores para RS geralmente estão disponíveis em períodos menores que um ano.

Ainda, as variáveis SO e PG podem ser observadas por classe de 
negócio. Assim, segmentando o horizonte de tempo de um ano a partir 
da data base em K períodos iguais, tanto RS quanto as variáveis que o 
compõem podem ser redefi nidas como:

SOc,k Montante total a ser pago por sinistros cuja ocorrência se 
dá ao longo do período k, relativo à classe de negócio c. 
É líquido da parcela a ser recuperada em resseguros e 
inclui parcelas a serem pagas referentes a riscos aceitos 
em retrocessão.

PGc,k Prêmio ganho ao longo do período k, relativo à classe de 
negócio c. Representa o prêmio cobrado para fazer frente 
aos riscos cobertos ao longo do período k, estes líquidos 
dos riscos cedidos em resseguro e incluindo os riscos 
aceitos em retrocessão. É líquido de cancelamentos.

DAk Despesa administrativa observada ao longo do período k.
ORDOPk ROk – DOk, denominada “outras despesas e receitas 

operacionais”, observada ao longo do período k.
RSk Resultado de subscrição do período k.

 Onde:

c = 1,..., C Classe de negócio.
k = P+1,..., P+K Representa cada um dos K períodos futuros nos quais 

o horizonte de tempo de um ano a partir da data base 
de avaliação foi segmentado. P representa o último 
período de dados observados anterior à data base.

 Assim, o objetivo de determinar uma distribuição para RS pode ser 
alcançado através da geração, via processo de simulação, de S possíveis 
observações de cada uma das variáveis que compõem a formulação 
do RS, em cada um destes K períodos futuros. Tais observações 
simuladas, aplicadas à reformulação da variável RS dada pelas relações 
apresentadas a seguir, nos permite obter S possíveis observações do 
RS, defi nindo uma distribuição não paramétrica para tal variável. 

 
 
 

 
 
 Onde:

s = 1,..., S Simulação. Indica cada uma das S simulações do 
valor referente ao período futuro k de cada uma 
das variáveis componentes da formulação de RS.

c = 1,..., C Classe de negócio.
k = P+1,..., P+K Representa cada um dos K períodos futuros nos quais 

o horizonte de tempo de um ano foi segmentado.
SOs,c,k Simulação de índice s da variável aleatória SOc,k.
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PGs,c,k Simulação de índice s da variável aleatória PGc,k.
DAs,k Simulação de índice s da variável aleatória DAk.
ORDOPs,k Simulação de índice s da variável aleatória ORDOPk.
dk Fator de desconto relativo ao período k. São os 

mesmos valores considerados no modelo para a 
determinação da necessidade de capital para fazer 
frente ao risco de reserva.

RSs,k Simulação de índice s do resultado de subscrição da 
companhia relativo ao período k.

RSs Simulação de índice s do resultado de subscrição da 
companhia, referente ao horizonte de tempo de um 
ano, posicionado na data base.

 Além das variáveis aleatórias SOc,k, PGc,k, DAk e ORDOPk, também serão 
simuladas S observações, para cada um dos K períodos futuros, 
referentes às variáveis NSOc,k e NEc,k, defi nidas como:

NSOc,k Número de pagamentos relativos a sinistros cuja ocorrência 
se dá ao longo do período k, relativo à classe de negócio c. 

NEc,k  Número de expostos ao longo do período k, relativo à classe 
de negócio c. O número de expostos é dado pela soma 
das exposições individuais ao risco, cujo conceito pode ser 
encontrado no Apêndice 1 de Ferreira (2005).

 As variáveis NSOc,k e NEc,k são necessárias pois serão consideradas 
no processo de simulação das variáveis que compõem o RS. 
Assim, também teremos:

NSOs,c,k Simulação de índice s da variável aleatória NSOc,k.
NEs,c,k Simulação de índice s da variável aleatória NEc,k.

 Fixado um período futuro k, cada valor simulado de índice s do vetor 
aleatório (NSO1,k, …, NSOC,k, PG1,k, …, PGC,k, SO1,k, …, SOC,k, NE1,k, …, NEC,k, 
DAk, ORDOPk)’ deverá respeitar as dependências existentes entre as 
variáveis aleatórias componentes do vetor, o que acaba por também 
considerar a dependência entre as diferentes classes de negócio. 
Tal processo de simulação, que dependerá ainda dos modelos 
estocásticos a serem ajustados às séries de valores observados de tais 
variáveis relativos a períodos anteriores à data base de avaliação, será 
descrito de forma detalhada mais à frente.

Distribuição Da mesma forma que realizado para a PERDA, aqui obtemos uma 
para RS e  distribuição não paramétrica para a variável RS com base nos S
determinação valores simulados. Para tanto, os valores são ordenados, e aquele cujo 
da necessidade número de valores superiores representam α% dos S valores simulados 
de capital é considerado o VaRα amostral. Por sua vez, o TVaRα amostral é 

determinado como a média dos valores superiores ao VaRα amostral. 

 A necessidade de capital é determinada, então, como o TVaRα amostral 
da distribuição não paramétrica obtida para o RS.
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Séries De forma a permitir a simulação de observações das variáveis aleatórias 
de dados que compõem a formulação do RS, serão ajustados modelos estocásticos 

a tais variáveis. E para que possamos estimar os parâmetros de tais 
modelos, faremos uso de séries de valores observados nos períodos 
anteriores à data base.

 Assim, temos as séries de valores observados dai e eordopi, onde 
i  =  1, ..., P representa o período anterior à data base ao qual a informação 
diz respeito. Da mesma forma, mas agora para cada classe de negócio 
c = 1, ..., C, temos as séries de valores observados pgi,c. Ajustando 
modelos estocásticos a tais séries, podemos então inferir sobre os 
respectivos valores futuros, referentes aos períodos k = P+1,..., P+K que 
compõem o horizonte de tempo de um ano considerado. Tais valores 
são representados pelas variáveis DAk, ORDOPk e PGk,c.

 Em relação à variável SO, considerando as colocações realizadas 
acerca dos triângulos relativos aos montantes de pagamentos relativos 
a sinistros ocorridos, podemos considerar, para cada classe de negócio 

c = 1, ..., C, o valor , onde i = 1, ..., P representa o período anterior 

à data base ao qual a informação diz respeito, como dado pela soma 
dos valores que formam a linha i da seguinte tabela, considerada no 
modelo para a determinação da necessidade de capital para fazer frente 
ao risco de provisão de sinistro:

Tabela 5 – Montantes de pagamentos referentes aos sinistros já ocorridos

Período de 
ocorrência

(i)

Prazo de desenvolvimento (j)

1 2 3 P-2 P-1 P

1 mc,1,1 mc,1,2 mc,1,3 ⋯ mc,1,P–2 mc,1,P–1 mc,1,P

2 mc,2,1 mc,2,2 mc,2,3 ⋯ mc,2,P–2 mc,2,P–1 M̂c,2,P

3 mc,3,1 mc,3,2 mc,3,3 ⋯ mc,1,P–2 M̂c,3,P–1 M̂c,3,P

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋰ ⋮ ⋮ ⋮

P-2 mc,P–2,1 mc,P–2,2 mc,P–2,3 ⋯ M̂c,P–2,P–2 M̂c,P–2,P–1 M̂c,P–2,P

P-1 mc,P–1,1 mc,P–1,2 M̂c,P–1,3
⋯ M̂c,P–1,P–2 M̂c,P–1,P–1 M̂c,P–1,P

P mc,P,1 M̂c,P,2 M̂c,P,3
⋯ M̂c,P,P–2 M̂c,P,P–1 M̂c,P,P

 Onde  M̂c,i,j é a estimativa (previsão) obtida com base nos dados do 
triângulo de run-off e na modelagem estocástica defi nida para Mc,i,j.

 Dessa forma, , com i = 1,...,P representando um período anterior à 
data base, diferentemente das demais variáveis contidas na formulação 
de RS, é composta tanto por valores já observados como também por 
estimativas (previsões) de valores não observados, representando o 
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montante total a ser pago por sinistros cuja ocorrência se deu no período 
i. De forma similar às demais variáveis contidas na formulação de RS, 
ajustando modelo estocástico às séries , com i = 1,...,P, podemos 
inferir sobre os valores futuros SOc,k, referentes aos períodos k = P+1,..., 
P+K que compõem o horizonte de tempo de um ano considerado.

 Para cada classe de negócio c = 1,...,C, defi niremos  de forma 
similar à , com base na tabela:

Tabela 6 – Números de pagamentos referentes aos sinistros já ocorridos

Período de 
ocorrência

(i)

Prazo de desenvolvimento (j)

1 2 3 P-2 P-1 P

1 nc,1,1 nc,1,2 nc,1,3 ⋯ nc,1,P–2 nc,1,P–1 nc,1,P

2 nc,2,1 nc,2,2 nc,2,3 ⋯ nc,2,P–2 nc,2,P–1   ̂Nc,2,P

3 nc,3,1 nc,3,2 nc,3,3 ⋯ nc,1,P–2   ̂Nc,3,P–1   ̂Nc,3,P

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋰ ⋮ ⋮ ⋮

P-2 nc,P–2,1 nc,P–2,2 nc,P–2,3 ⋯   ̂Nc,P–2,P–2   ̂Nc,P–2,P–1   ̂Nc,P–2,P

P-1 nc,P–1,1 nc,P–1,2   ̂Nc,P–1,3
⋯   ̂Nc,P–1,P–2   ̂Nc,P–1,P–1   ̂Nc,P–1,P

P nc,P,1   ̂Nc,P,2   ̂Nc,P,3
⋯   ̂Nc,P,P–2   ̂Nc,P,P–1   ̂Nc,P,P

 Ajustando modelo estocástico às séries  , com i = 1,...,P, podemos 
inferir sobre os valores futuros , com k = P+1,...,P+K.

 Temos, ainda, para cada classe de negócio c = 1,...,C, a série de valores 
observados nec,i, com i = 1,...,P, e ajustando modelo estocástico à série 
de valores observados podemos inferir sobre os respectivos valores 
futuros NEc,k, com k = P+1,...,P+K. 

 Por fi m, na modelagem estocástica a ser ajustada para NE, é proposto 
ser considerado um fator macroeconômico, mais especifi camente, a 
taxa Selic. Assim, temos também a série de valores observados selici, 
com i = 1,...,P. Já os valores futuros SELICk, referentes aos períodos 
k = P+1,...,P+K que compõem o horizonte de tempo de um ano 
considerado, ao invés de inferidos via modelos, podem ser baseados 
em projeções de mercado.

Dados  Em geral, os dados das séries em questão estão disponíveis em
trimestrais periodicidade mensal. Entretanto, de forma a manter o padrão adotado 

no modelo para determinação da necessidade de capital para fazer frente 
ao risco de provisão de sinistro (necessário devido a forma de obtenção 
das séries  e ), os dados serão agrupados de forma a termos 
períodos trimestrais. Consequentemente, teremos K=4 trimestres, 
formando então o horizonte de tempo de um ano adotado.
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Modelos As modelagens estatísticas apresentadas a seguir, ajustadas para 
estocásticos cada uma das séries de observações das variáveis que compõem 
ajustados  RS, surgiram como fruto de várias tentativas com dados de algumas
para as séries seguradoras, com o objetivo de encontrar modelos que se adequassem 
que compõem RS  re lat ivamente bem a car teiras de di ferentes companhias. 

Foram inspiradas em algumas abordagens propostas em Kaas et al. 
(2008) e em Jong e Heller (2008).

 Reforça-se que tais modelagens não são exatamente o foco principal 
deste trabalho. Elas poderiam, inclusive, vir a ser modifi cadas ou 
substituídas, de forma a melhor adequarem-se à realidade dos dados 
disponíveis, relativos a uma companhia específi ca. O que realmente 
destaca-se como ponto chave pode-se dizer que é o processo de 
simulação aqui proposto, respeitando dependências existentes entre 
as séries que compõem a formulação de RS.

Modelo 
estocástico 
ajustado 
para NEc,i

 
 

 Não será defi nido o indicador 4Ii para os demais trimestres de forma a 
evitar problemas de identifi cação (multicolinearidade) na estimação dos 
parâmetros (ver Remark 9.3.2 de Kaas et al., 2008; ver também seção 
4.14 de Jong e Heller, 2008). 

 Na sequência, utilizando a metodologia de Box & Jenkins (1970), é 
ajustado um modelo ARIMA(ln(NE)pc, ln(NE)ic, ln(NE)qc) para os choques 
padronizados ln(NE)δc,i da modelagem linear de ln(NEc,i), capturando 
efeitos de autocorrelação na série de cada classe de negócio c. 
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Modelo 
estocástico 
ajustado 
para NSOc,i 

 Considerações acerca do uso da distribuição de Poisson com 
sobredispersão já foram realizadas quando tratamos da modelagem 
ajustada para Nc,i,j.

Modelo 
estocástico 
ajustado 
para PGc,i 

Modelo 
estocástico 
ajustado 
para SOc,i 

Modelo 
estocástico 
ajustado 
para DAi 

 Ainda, utilizando a metodologia de Box & Jenkins (1970), é ajustado 
um modelo ARIMA(DAp, DAi, DAq para os choques padronizados DAδi 
da modelagem linear de DAi, capturando efeitos de autocorrelação 
na série. 

Modelo 
estocástico 
ajustado 
para ORDOPi  

 Utilizando a metodologia de Box & Jenkins (1970), é ainda ajustado um 
modelo ARIMA(ORDOPp, ORDOPi, ORDOPq) para os choques padronizados ORDOPδi 
da modelagem linear de ORDOPi, capturando efeitos de autocorrelação 
na série. 
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Processo  Simular S caminhos futuros das séries dadas pelas variáveis aleatórias
de simulação NSOc,k, PGc,k, SOc,k, NEc,k, DAk e ORDOPk, dados os modelos propostos 

para cada série, equivale a simular S observações para cada uma das 
variáveis aleatórias NSOUc,k, PGUc,k, SOUc,k, 

ln(NE)
ϵVc,k, 

DA
ϵVk e 

ORDOP
ϵVk, tendo em 

vista as seguintes relações:

 

 Com c = 1,...,C , k = P+1,...,P+K , K=4.

 Onde, além dos termos já anteriormente defi nidos, temos:
 

ln(NE)
δσc Desvio padrão do choque defi nido pela modelagem linear 

estabelecida, por classe de negócio c, para a série ln(NEc,k, 

de forma que , 

lembrando que 
ln(NE)

δc,k trata-se do choque padronizado. 
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ln(NE)hc É a forma funcional defi nida pelo modelo 
ARIMA(ln(NE)pc,ln(NE)ic, ln(NE)qc) estabelecido para os 
choques padronizados ln(NE)δc,k da modelagem linear 
de ln(NEc,k), por classe de negócio c.

ln(NE)ϵc,k É o choque defi nido pelo modelo 
ARIMA(ln(NE)pc, ln(NE)ic, ln(NE)qc) estabelecido para os 
choques padronizados ln(NE)δc,k da modelagem linear 
de ln(NEc,k), por classe de negócio c.

ln(NE)
ϵFc,k É a função de distribuição acumulada de ln(NE)ϵc,k, 

condicional a c e k; dado o modelo 
ARIMA(ln(NE)pc, ln(NE)ic, ln(NE)qc), temos que 
ln(NE)

ϵFc,k é tal que .
ln(NE)

ϵVc,k Variáveis aleatórias com distribuição uniforme entre 
0 e 1.

NSOFc,k É a função de distribuição acumulada de NSOc,k, 
condicional a c, k e NEc,k, estimada através do ajuste 
do modelo proposto para a série relativa à classe de 
negócio c.

NSOUc,k Variáveis aleatórias com distribuição uniforme entre 
0 e 1.

PGFc,k É a função de distribuição acumulada de PGc,k, 
condicional a c, k e NEc,k, estimada através do ajuste 
do modelo proposto para a série relativa à classe de 
negócio c.

PGUc,k Variáveis aleatórias com distribuição uniforme entre 
0 e 1.

SOFc,k É a função de distribuição acumulada de PGc,k, 
condicional a c, k,  NSOc,k e PGc,k, estimada através 
do ajuste do modelo proposto para a série relativa à 
classe de negócio c.

SOUc,k Variáveis aleatórias com distribuição uniforme entre 
0 e 1.

DA
δσ Desvio padrão do choque defi nido pela modelagem 

linear estabelecida para a série DAk, de forma que 
(DAδσ * DAδk)  ~ N(0, 

DAδσ2), lembrando que DAδk trata-se 
do choque padronizado.

DAh É a forma funcional defi nida pelo modelo 
ARIMA(DAp, DAi, DA

q) estabelecido para os choques 
padronizados DAδk da modelagem linear de DAk.

DAϵk É o choque defi nido pelo modelo ARIMA(DAp, DAi, DAq) 
estabelecido para os choques padronizados DAδk  da 
modelagem linear de DAk.
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DAϵFk É a função de distribuição acumulada de DAϵk, 
condicional a k; dado o modelo ARIMA(DAp, DAi, DAq), 

temos que DAϵFk é tal que .
DAϵVk Variáveis aleatórias com distribuição uniforme entre 

0 e 1.
ORDOPδσ Desvio padrão do choque defi nido pela modelagem 

linear estabelecida para a série ORDOPk, de forma 
que (ORDOPδσ * ORDOPδk)  ~ N(0, 

ORDOPδσ2), lembrando que 
ORDOPδk trata-se do choque padronizado.

ORDOPh É a forma funcional defi nida pelo modelo 
ARIMA(ORDOPp, ORDOP i, ORDOP q) estabelecido para os 
choques padronizados ORDOPδk  da modelagem linear 
de ORDOPk.

ORDOPϵk É o choque defi nido pelo modelo 
ARIMA(ORDOPp, ORDOP i, ORDOP q) estabelecido para os 
choques padronizados ORDOPδk  da modelagem linear 
de ORDOPk.

ORDOPϵFk É a função de distribuição acumulada de ORDOPϵk, 
condicional a k; dado o modelo 
ARIMA(ORDOP p, ORDOPi, ORDOP q), temos que ORDOPϵFk é tal 
que .

ORDOPϵVk Variáveis aleatórias com distribuição uniforme entre 
0 e 1.

 Como já dito, a nossa meta passa a ser simular S observações de cada 
uma das variáveis aleatórias NSOUc,k, PGUc,k, SOUc,k e ln(NE)ϵVc,k, com c = 1, 

..., C, k = P+1,...,P+K, como também as variáveis DAϵVk  e ORDOPϵVk, com 
k = P+1,...,P+K. Ainda, a estrutura de dependência entre as variáveis 
deve ser respeitada.

 A ideia que se apresenta, então, é a de considerar que as séries já 
estariam explicadas pelos modelos ajustados. Assim, faltaria levar em 
consideração a relação existente entre as séries. Para aplicarmos tal 
ideia, faremos o uso de cópulas condicionais.

 Dessa forma, para k = P+1,...,P+K , K=4, podemos considerar a existência 
das FDAs multivariadas Fk e das cópulas condicionais ℂk, tais que:
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 Da forma como foram estabelecidos os modelos, o conjunto condicionante 
é aqui determinado por k. Ainda, serão adotadas as premissas:

1) Podemos admitir estruturas de dependência Gaussianas, ou seja, as 
funções ℂk são cópulas Gaussianas condicionais com parâmetros k;

2) Podemos considerar o caso degenerado, ou seja, ℂk = ℂ e, 
consequentemente, k = .

 
 Adotadas tais premissas, podemos simular 4S observações da cópula 

dada pelo vetor aleatório:

 , 

 com distribuição dada por ℂ, permitindo-nos com isso simular S caminhos 
futuros de 4 elementos para as séries NSO1,k, ... , NSOC,k, PG1,k,..., PGC,k, 
SO1,k, ... , SOC,k, NE1,k, ... , NEc,k, DAk e ORDOPk.  

 O processo descrito no parágrafo anterior pode ser realizado seguindo-se 
os seguintes passos:

1) Defi nimos a matriz A, onde cada linha é composta pelo valor em 
i=1,...,P do vetor:

 
 

 onde  são os resíduos padronizados 
calculados com base no ajuste dos modelos propostos aos dados 
observados.

 Com isso, cada série fi ca representada por uma coluna na matriz 
A. Ainda, cada linha da matriz A pode ser interpretada como uma 
observação da cópula dada pelo vetor aleatório:

 ,

 com distribuição dada por ℂ, onde ℂ é uma função cópula Gaussiana 
com parâmetro .

2) Defi nimos a matriz B como a matriz dada pela aplicação do inverso 
da FDA normal padrão, Φ-1, a cada um dos elementos da matriz A. 
Assim, cada linha da matriz B é composta pelo valor em i=1,...,P 
do vetor:

   

 Onde NSOu1,i,…, NSOuC,i, PGu1,i, …, PGuC,i, SOu1,i, …, SOuC,i, com i = 1,...,P, 
representam os primeiros 3C elementos da observação de índice i 
da cópula explicitada no primeiro passo.

 
 A matriz de correlação , calculada com base nas colunas da matriz 

B, pode então ser vista como uma estimativa do parâmetro .
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3) Geramos S * K, K=4, observações do vetor normal padrão 
multivariado:

 , 
 
 com correlação dada por .

4) Aplicando em cada amostra do vetor normal padrão multivariado a 
transformação:

 

 
 
 temos então as S * K, K=4, observações da cópula Gaussiana.

5) Agrupando as observações geradas no passo anterior em K=4 grupos 
de S, conseguimos gerar S observações de cada uma das linhas da 
matriz C, onde cada linha é composta pelo valor em k=P+1,...,P+K, 
K=4, do vetor:

 (NSO1,k, …, NSOC,k, PG1,k, …, PGC,k, SO1,k, …, SOC,k, ln(NE)ϵ1,k, …, ln(NE)ϵC,k, 
DAϵk, ORDOPϵk)’

 
6) Por fi m, da matriz C defi nimos a matriz D, onde cada linha é composta 

pelo valor em k=P+1,...,P+K, K=4, do vetor:

 (NSO1,k, …, NSOC,k, PG1,k, …, PGC,k, SO1,k, …, SOC,k, NE1,k, …, NEC,k, DAk, 
ORDOPk)’

 
 As primeiras 3C colunas, relativas às variáveis NSO, PG e SO, são 

idênticas às respectivas da matriz C. Já as C+2 últimas colunas têm 
seus elementos determinados de forma iterativa, considerando as 
relações acerca das variáveis NE, DA e ORDOP, descritas no início 
desta seção tratando do processo de simulação. 

 Realizando o procedimento acima para cada uma das S observações 
geradas para a matriz C no quinto passo, conseguimos obter S 
simulações da matriz D. Por fi m, como cada coluna da matriz D 
representa as previsões para os K=4 períodos futuros das séries 
que utilizaremos para determinação da distribuição não paramétrica 
de RS, alcançamos então nosso objetivo.
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4. Execução  De forma a exemplifi car o uso do modelo proposto para determinação
do modelo de necessidade de capital para fazer frente aos r iscos de 
proposto e  subscrição, aplicaremos aos dados de uma sociedade seguradora
apresentação as duas componentes do modelo (Módulos 1 e 2). A data base de 
dos resultados avaliação foi tomada como sendo 28/09/2012 (último dia útil do mês). 

Os dados foram organizados em trimestres e foram tomados P=13 
trimestres de observações. 

 Foram utilizadas neste exercício de execução do modelo proposto as 
três classes de negócio relevantes da companhia, a saber:

 c=1: Patrimonial Demais;• 
 c=2: Automóveis;• 
 c=3: Residencial• 

 As classes de negócio 1, 2 e 3 acima são equivalentes, respectivamente, 
às classes de negócio 4, 8 e 1 estabelecidas na Tabela 4 do Anexo III 
da Resolução CNSP 280, de 30 de janeiro de 2013 (capital de risco de 
subscrição).

 Para determinação das distribuições não paramétricas da PERDA e de 
RS, serão executadas S=1.000 simulações (respectivamente, de pares 
de triângulos inferiores e de projeções de séries), seguindo os passos 
dos processos de simulação descritos. Todo o processo (ajustes de 
modelos aos dados e simulações) será conduzido através da execução 
de scripts no pacote estatístico S-PLUS.

Execução do  Nas tabelas a seguir são apresentados os triângulos de run-off de
modelo para a  montantes e números de pagamentos de sinistros , relativos aos P=13
determinação trimestres observados, de cada uma das C=3 classes de negócio 
da necessidade consideradas. Os valores dos triângulos de run-off de montantes de 
de capital para sinistros estão convertidos em unidades de IPCA. 
fazer frente ao 
risco de 
provisão 
de sinistro 

Tabela 7 – Triângulo de run-off – números de pagamentos (nc,i,j) – Patrimonial Demais (c=1)
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Tabela 8 – Triângulo de run-off – montantes de pagamentos (mc,i,j) – Patrimonial Demais (c=1)

Tabela 9 – Triângulo de run-off – números de pagamentos (nc,i,j) – Automóveis (c=2)

Tabela 10 – Triângulo de run-off – montantes de pagamentos (mc,i,j) – Automóveis (c=2)
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Tabela 11 – Triângulo de run-off – números de pagamentos (nc,i,j) – Residencial (c=3)

Tabela 12 – Triângulo de run-off – montantes de pagamentos (mc,i,j) – Residencial (c=3)

 Os valores estimados para os parâmetros das modelagens estocásticas 
propostas para ln(Mc,i,j) e Nc,i,j estão listados a seguir.

Tabela 13 – Parâmetros estimados – modelos para ln(Mc,i,j) e Nc,i,j – Patrimonial Demais (c=1)
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Tabela 14 – Parâmetros estimados – modelos para ln(Mc,i,j) e Nc,i,j – Automóveis (c=2)

Tabela 15 – Parâmetros estimados – modelos para ln(Mc,i,j) e Nc,i,j – Residencial (c=3)

 As fi guras a seguir mostram o cruzamento dos valores ln(mc,i,j) e nc,i,j 
observados, componentes dos triângulos de run-off, e seus respectivos 
valores ajustados pelos modelos estocásticos propostos para ln(Mc,i,j) 
e Nc,i,j, permitindo a avaliação dos ajustes dos modelos aos dados.



R. Bras. Risco e Seg., Rio de Janeiro, v. 9, n. 17, p. 1-46, nov. 2013/mar. 2014 33

Eduardo H. Altieri , Eduardo F. L. de Melo, Alvaro L. Veiga Filho

Figura 2 – Cruzamentos entre valores observados e ajustados para números e montantes de 
pagamentos
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 Observar que, em especial nos gráfi cos relativos ao ajuste de ln(Mc,i,j), há 
uma concentração de pontos onde o valor observado é igual a -6,9077. 
Isto se dá pois, para fi ns de facilitar a estimação dos parâmetros via 
funções do pacote estatístico S-Plus, foi adotado o procedimento prático 
de substituir os valores iguais a zero nos triângulos de run-off por 0,001; 
e assim, ao aplicar o logaritmo neperiano a tais valores, temos ln(0,001) 
= -6,9077.

 Estimados os parâmetros das distribuições propostas pelos modelos 
para  Mc,i,j e Nc,i,j, pôde ser estimada, com base no passo 2 do processo 
de simulação, a matriz .

 

 

 Executando os demais passos do processo de simulação, chega-se 
aos S=1000 pares de triângulos inferiores simulados, de montantes 
e de número de pagamentos. Ressalta-se que, embora a formulação 
para determinação da PERDA envolva somente os triângulos inferiores 
de montantes de pagamentos, a simulação dos triângulos inferiores de 
números de pagamentos são necessárias, pois a s-ésima simulação 
do triângulo inferior de montantes de pagamentos é determinada sobre 
a s-ésima simulação do triângulo inferior de números de pagamentos. 

 E, fi nalmente, é apresentado o histograma dos S=1.000 valores simulados 
para a PERDA, dando uma ideia da distribuição não paramétrica desejada. 
Os valores simulados para a perda já estão convertidos em Reais.

Figura 3 – Histograma dos valores simulados para a PERDA
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 A tabela a seguir apresenta os valores de necessidade de capital, 
determinados com base no excesso do TVaRα em relação ao valor 
esperado, ambos amostrais, determinados com base nos valores 
simulados para a PERDA.

Tabela 16 – Valores de necessidade de capital – risco de provisão de sinistros

Nível de confi ança
(α) TVaRα

Valor esperado 
da PERDA

Necessidade de capital 
(risco de prov. de sinistros)

95,0% 70.018.317,61 - 44.102.480,48 = 25.915.837,13
97,5%    73.886.342,30 - 44.102.480,48 = 29.783.861,82
99,0% 77.700.650,05 - 44.102.480,48 = 33.598.169,57

Execução do Na tabela a seguir são apresentadas as séries relativas aos P=13 
modelo para a trimestres de observações das variáveis consideradas no modelo 
determinação da proposto. 
necessidade 
de capital para 
fazer frente 
ao risco de 
emissão/precifi cação  

Tabela 17 – Séries – Patrimonial Demais (c=1)



36 R. Bras. Risco e Seg., Rio de Janeiro, v. 9, n. 17, p. 1-46, nov. 2013/mar. 2014

Modelo de Cálculo da Necessidade de Capital para Cobrir os Riscos de Subscrição de Operações Não Vida

Tabela 18 – Séries – Automóveis (c=2)

Tabela 19 – Séries – Residencial (c=3)

Tabela 20 – Séries gerais da companhia
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 Os valores acima relativos à taxa Selic foram construídos com base 
nos valores obtidos do site do IPEA, estes taxas a.m. Foram, então, 
compostas as taxas relativas aos meses de cada trimestre, obtendo-se 
então as taxas a.t., sendo depois estas convertidas para taxas a.a. 

 Os valores futuros SELICk, referentes aos períodos k = 14,...,17 que 
compõem o horizonte de tempo de um ano considerado, foram obtidos 
do site do Banco Central do Brasil, sendo estes referentes a projeções de 
mercado. Os valores obtidos, sendo taxas a.m., foram então compostos 
dentro dos trimestres, determinando as taxas a.t., sendo depois estas 
convertidas para taxas a.a., dispostas na tabela a seguir. Tais valores 
são necessários para a obtenção das simulações dos S caminhos futuros 
para a série NEc,k, c = 1,...,3 e k = 14,...,17. 

Tabela 21 – Projeções da Selic

Trimestre SELICi

14 7,39%

15 7,40%

16 7,55%

17 7,83%

 A seguir, são apresentados os valores estimados para os parâmetros 
das modelagens estocásticas propostas para as séries.

Tabela 22 – Parâmetros estimados – modelo para ln(NE)

Tabela 23 – Parâmetros estimados – modelo para ln(NE) – ajuste ARIMA
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Tabela 24 – Parâmetros estimados – modelo para NSO

Tabela 25 – Parâmetros estimados – modelo para PG

Tabela 26 – Parâmetros estimados – modelo para SO
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Tabela 27 – Parâmetros estimados – modelo para DA

Tabela 28 – Parâmetros estimados – modelo para DA – ajuste ARIMA

Tabela 29 – Parâmetros estimados – modelo para ORDOP

Tabela 30 – Parâmetros estimados – modelo para ORDOP – ajuste ARIMA

 As fi guras a seguir mostram, para cada série à qual foi ajustada 
modelagem estocástica, o cruzamento dos valores observados com 
os respectivos valores ajustados, permitindo uma avaliação dos ajustes 
realizados.
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Figura 4 – Cruzamentos entre valores observados e ajustados para as séries
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 Estimados os parâmetros das distribuições propostas pelos modelos 
ajustados às séries, estimamos a matriz , com base no passo 2 do 
processo de simulação.

 

 

 Executando os demais passos do processo de simulação, chega-se aos 
S=1.000 caminhos futuros para cada uma das séries consideradas no 
modelo. Ressalta-se que a simulação de índice (s,k) de uma variável 
poderá ser necessária na determinação da simulação de índice (s,k) 
de outra variável, dependendo do modelo proposto para esta segunda 
variável. Por exemplo, como a modelagem proposta para ajuste à série 
SO tem como variáveis explicativas NSO e PG, o valor simulado SOs,c,k 
é determinado utilizando-se os valores simulados NSOs,c,k e PGs,c,k; por 
sua vez, como o modelo ajustado à NSO tem como variável explicativa 
ln(NE), o valor NSOs,c,k é determinado utilizando-se o valor simulado 
NEs,c,k, e assim por diante.

 A seguir, são apresentados gráfi cos de cada uma das séries consideradas, 
completadas pelas médias dos S=1.000 valores simulados para cada 
período futuro k=14,...,15. Ainda, são apresentados intervalos de 
confi ança de 95%, calculados de forma não paramétrica, com base nos 
valores simulados.



42 R. Bras. Risco e Seg., Rio de Janeiro, v. 9, n. 17, p. 1-46, nov. 2013/mar. 2014

Modelo de Cálculo da Necessidade de Capital para Cobrir os Riscos de Subscrição de Operações Não Vida

Figura 5 – Projeções das séries (parte 1)

Figura 6 – Projeções das séries (parte 2)
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 Por fi m, é apresentado histograma dos S=1.000 valores simulados para o 
RS, representando a distribuição não paramétrica desejada. Os valores 
simulados para RS já estão convertidos em Reais.

Figura 7 – Histograma dos valores simulados para o RS

 A tabela a seguir apresenta os valores de necessidade de capital, 
determinados com base no TVaRα determinado com base nos valores 
simulados, considerando diferentes níveis de confi ança α.

Tabela 31 – Valores de necessidade de capital – risco de emisão/precifi cação

Nível de Confi ança
(α)

Necessidade de capital
(risco de emissão/precifi cação

95,0% 35.224.560,61

97,5% 41.815.730,99

99,0% 48.992.635,47

Determinação da Finalmente, podemos determinar a necessidade de capital para 
necessidade fazer frente ao risco de subscrição somando os respectivos valores 
de capital encontrados nos dois módulos, de risco de provisão de sinistro e de risco 
para fazer  de emissão/precifi cação. Deve-se destacar que esse procedimento tem
frente ao risco embutida a hipótese de que a correlação entre os riscos de provisão de
de subscrição sinistros e de emissão/precifi cação é igual a 1, o que é uma hipótese 

de certa forma conservadora, mas não absurda.

 A seguir, para cada nível de confi ança, é apresentada tabela fi nal com 
a necessidade de capital calculada por cada um dos módulos e o seu 
valor fi nal, dado pela soma.
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Tabela 32 – valores de necessidade de capital – risco de subscrição (total)

5. Considerações Houve a preocupação em deixar o modelo descrito de forma que 
fi nais permitisse sua pronta aplicação. A execução do modelo com dados reais 

colabora no entendimento de como o modelo pode ser implementado. 
Basicamente, os dois módulos do modelo contemplam as etapas de:

1) Ajuste de modelos para os dados observados, sendo estes:

a. No Módulo 1: os triângulos de run-off de números e montantes 
de pagamento relativos a sinistros ocorridos, abertos por classes 
de negócio; 

b. No Módulo 2: as diferentes séries trimestrais de dados, algumas 
abertas por classes de negócio, outras gerais da companhia; 

2) Simulação:

a. Determinação da matriz de correlação que mede a dependência 
linear entre os diferentes triângulos de run-off, no Módulo 1, e as 
diferentes séries trimestrais, no Módulo 2;

b. Geração de elementos de uma cópula Gaussiana multivariada, 
dada a estrutura de dependência medida pela matriz de 
correlação;

c. Simulação de valores ainda não observados (triângulos inferiores 
complementares aos triângulos de run-off no Módulo 1 e 
projeções dos valores das séries de dados para os próximos 
quatro trimestres no Módulo 2), fazendo uso dos elementos 
gerados da cópula Gaussiana, garantindo assim que, em 
cada simulação de índice s, a estrutura de dependência seja 
observada;

3) Determinação de S valores simulados para a PERDA (Módulo 1) e 
para o RS (Módulo 2), defi nindo distribuições não paramétricas para 
tais variáveis;

4) Determinação da necessidade de capital para fazer frente 
aos riscos de provisão de sinistros (Módulo 1) e aos riscos de 
emissão/precifi cação (Módulo 2), através do cálculo da medida 
de risco TVaR aplicada às respectivas distribuições;

5) Determinação da necessidade fi nal de capital para fazer frente aos 
riscos de subscrição, como a soma dos valores determinados por 
cada módulo.
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 Importante ressaltar que o foco deste projeto está no processo de 
simulação aqui proposto, respeitando estruturas de dependência 
existentes, através do uso do conceito de cópulas condicionais. 
Assim, outros modelos podem vir a ser ajustados aos triângulos de 
run-off ou às séries trimestrais, desde que se mostrem mais adequados 
aos dados de uma companhia específi ca. Os modelos aqui ajustados 
surgiram como fruto de várias tentativas com dados de algumas 
seguradoras, com o objetivo de encontrar modelos que se adequassem 
relativamente bem a carteiras de diferentes companhias.

 Outros pontos podem ainda ser trabalhados e desenvolvidos, em 
relação a este exercício de modelagem. Por exemplo, em relação à 
modelagem das estruturas de dependência, pode ser avaliado o uso de 
outras famílias de cópulas que não a Gaussiana, especialmente tendo 
em vista que a família Gaussiana pressupõe independência assintótica 
nas caudas (Sandström, 2011, p.181).

 Dessa forma, espera-se que o resultado deste projeto, assim como o os 
conceitos aqui trabalhados, venham a ser úteis, tanto para reguladores, 
quanto para companhias que pretendam desenvolver seus próprios 
modelos, mas que também seja visto como ponto de partida para futuros 
desenvolvimentos.
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